3.6. HOMOMORFIiZMALAR:

Bu kesimde bir gruptan digerine gruplarin cebirsel yapisim koruyan fonksiyonlar
tizerinde duracagiz.

Tamim 3.6.1. (G,*) ve (H,o) iki grup ve f:G — H bir fonksiyon olsun. Eger Va,be G

icin f(axb)=f(a)of(b) ise f fonksiyonuna G den H ye bir homomorfizma (grup
homomorfizmasi) denir.

Not: f:G— H, VYaeG igin f(a)=e, ile tammh f fonksiyonu bir homomorfizmadir
(Nedeni ODEV). Bu homomorfizmaya asikar homomorfizma denir.

Ornek: f:(R,+) > (R—{0},-), x— f(x)=5" ile tammli f fonksiyonu verilsin. Vx,ye R
icin f(x+y)=5""=5"5"=f(x)-f(y) oldugundan f bir homomorfizmadur.



Ornek: f:(Z,+) = (Z,,+), a— f(a)=a ile tanimh f fonksiyonu verilsin. Vx, ye Z icin
f(x+y)=x+y=x+y=f(x)+f(y) oldugundan f bir homomorfizmadur.

Teorem 3.6.2. f : G — H bir homomorfizma olsun. Bu takdirde

(i) fleg)=ey ve

(if) YaeG igin f(a')=f(a)" olur.

Ispat: (i) e, =e e, oldugundan f(e,)=f(ese;) olup f bir homomorfizma oldugundan
F(e)=F (eate) = £ (e) Fleg) olur. Fleg)(e) =1 (e) = (e)e,  oldugundan
kisaltma ozelliginden f (e, )=e, olup istenen elde edilir.

(ii) Herhangi aeG alalm. aa'=e; oldugundan f(aa” ) f(e;) olup f bir
homomorfizma oldugundan f(e,)= f (aa“): f(a)f (a‘l) olur. (i) sikkindan f(e;)=e¢,

olur. O halde f(a)f(a™)=f(e;)=¢, olup f(a)" f(a)f(a')=f(a) e,=f(a)" olur



Burada f(a)" f(a)=e, oldugundan e,f(a")=f(a)" olup f(a')=f(a)" olur. Yani
Vae G igin f(a")=f(a)" olup istenen elde edilir.

Teorem 3.6.3. f:G — H bir homomorfizma olsun. Bu takdirde
(i) G nin her alt grubunun f altindaki gériintiisii H nin bir alt grubudur.

(ii) H nin her alt grubunun f altindaki ters goriintiisii G nin bir alt grubudur.

Ispat: (i) G nin herhangi K alt grubunu alalim. f(K)<H oldugunu gosterirsek istenen elde
edilir. K <G oldugundan @# K cG olup & # f(K)c H olur. Herhangi x,ye f(K)
alahm. x,ye€ f(K) oldugundan x= f(a) ve y=f(b) olacak sekilde 3a,be K vardir.
a,be K ve K<G oldugundan ab™' € K olup f(ab‘l)e f(K) olur. Ote yandan f bir

homomorfizma oldugundan ilgili teoremden f (ab_l) =f(a)f (b_l) =f(a)f (b)_1 =xy”
olur. O halde xy™' € f(K) olup ilgili teoremden f(K)<H olur.



(i) H nin herhangi T alt grubunu alalm. f~'(7)<G oldugunu gosterirsek istenen elde
edilir. f:G— H bir homomorfizma oldugundan ilgili teoremden f(e;)=e, €T olup
e, € f(T) olur. O halde f™'(T)#Q olur. Ayrica f'(T)<=G oldugu da agiktir. Yani
@if_l(T)CG olur. Herhangi a,be f_l(T) alahm. a,be f_l(T) oldugundan
f(a),f(b)eT olup T<H oldugundan f(a)f(b) €T olur. Ote yandan f bir
homomorfizma oldugundan ilgili teoremden f(ab™')=f(a) f(b™)=f(a) f(b)" olur. O
halde f(ab™')eT olup ab™ e f™'(T) olur. Yani Va,be f™'(T) i¢in ab™ e f™(T) olup
ilgili teoremden f~'(T)<G olur.

Sonug 3.6.4. f : G — H bir homomorfizma olsun. Bu durumda f(G)<H olur.
Ispat: G <G oldugundan ilgili teoremden f(G)< H olup istenen elde edilir.

Teorem 3.6.5. f:G — H bir homomorfizma olsun. Bu takdirde

(i) H nin her normal alt grubunun f altindaki ters goriintiisii G nin bir normal alt grubudur.



(ii) f orten ise G nin her normal alt grubunun f altindaki goriintiisit H nin bir normal alt

grubudur.
ispat: (i) H nin herhangi T normal alt grubunu alalm. f™'(7)<G oldugunu gosterirsek

istenen elde edilir. 7 < H oldugundan T < H olup bir onceki teoremden f~' (T)<G olur.
Herhangi a€ G ve herhangi xe 7' (T) alalim. ae G ve xe f'(T) oldugundan f(a)e H
ve f(x)eT olup T<H oldugundan f(a)f(x)f(a) €T olur. Ote yandan f bir
homomorfizma oldugundan f (axa™)= f(a) f (x) f(a™)=f(a) f(x) f(a)" olur. O halde
f(axa™)eT olup axa™ e f™(T) olur. Yani Vae G ve Vxe f'(T) igin axa™' e f™'(T)
olup ayrica ™' (T)< G oldugundan tanimdan f~' (7)< G olur.

(ii) f orten olsun. G nin herhangi K normal alt grubunu alalim. f(K)<H oldugunu

gosterirsek istenen elde edilirr. K <G oldugundan K <G olup bir oOnceki teoremden
f(K)<H olur. Herhangi ae H ve herhangi xe f(K) alahm. ae H ve f Oorten

oldugundan f(b)=a olacak sekilde 3be G vardir. xe f(K) oldugundan x= f(y) olacak
sekildle 3Jye K vardir. beG, yeK ve K<G oldugundan byb'e K olup



f (byb‘l)e f(K) olur. Ote yandan f:G— H bir homomorfizma oldugundan ilgili

teoremden £ (byb™ )= £ (b) £ (¥) F(6')=F(B) () f () =axa” olur. O halde
axa™ € f(K) olup ayrica f(K)<H oldugundan tanimdan f(K)< H olur.

Tamm 3.6.6. f:G — H bir homomorfizma olsun. f~'(e,) :{ae G|f(a) = eH} kiimesine f

homomorfizmasinin ¢ekirdegi denir ve genellikle Cekf ile gosterilir.

Teorem 3.6.7. f:G — H bir homomorfizma olsun. Bu takdirde f nin birebir olmas1 i¢in

gerek ve yeter kosul Cekf ={e,} olmasidir.

Ispat: (=) f birebir olsun. f:G — H bir homomorfizma oldugundan ilgili teoremden
f(e;)=e, olup e, € ' (e, )=Cekf olur. Herhangi xe Cekf alalim. xe Cekf oldugundan
f(x)=e, =f(e;) olup f birebir oldugundan x=e, olur. O halde Cekf ={e,} olup
istenen elde edilir.



(<) Cekf ={e;} olsun. f(x)=f(y) olan herhangi x,ye G alalim. f(x)=7(y)
oldugundan f(x)f(y)" =e, olur. Ote yandan f bir homomorfizma oldugundan ilgili

teoremden f(xy‘l)=f(x)f(y‘l)=f(x)f(y)_1 olur. O halde f(xy"')=e, olup
xy" e f(e,)=Cekf ={e;} olur. Bu durumda xy"=e, olup x=y olur. Boylece f
birebir olup istenen elde edilir.

Tamim 3.6.8. Birebir ve orten bir homomorfizmaya bir izomorfizma (grup izomorfizmasi)
denir. Eger G ve H gruplari arasinda en az bir izomorfizma varsa bu gruplara izomorf
gruplar denir ve genellikle G = H ile ifade edilir.

Not: Izomorf gruplar arasinda birebir bir esleme var ve grup yapilar1 da bu esleme altinda
bozulmadigi icin izomorfizma bir esitlik gibi diisiiniilebilir.

Teorem 3.6.9. f:G — H bir izomorfizma ise f~': H — G doniisiimii bir homomorfizmadir

(izomorfizmadir).
Ispat: ODEV.



Teorem 3.6.10. G bir grup ve N <G olsun. Bu takdirde Vxe G i¢in @(x)=Nx ile tamml

¢:G — G/ N doniistimii bir 6rten homomorfizmadir. Ayrica Cekgp =N dir.
Ispat: @nin bir fonksiyon oldugu agiktir. N <G oldugundan ¢nin tamimindan Va,be G

icin @(ab)= Nab=abN =aNbN = NaNb=@(a)@(b) olup ¢ bir homomorfizma olur.
Herhangi aeG/N alahm. ae G/N oldugundan a=aN =Na olacak sekilde dae G
vardir. Burada ¢ nin tammindan ¢(a)=Na=a olup ¢ orten olur.

x€ G olmak iizere
xe Cekgp & ¢(x)=¢,,y & Nx=N=Ne & x=e¢(modN) S x=xe'eN
denkliklerinden Cek¢p =N elde edilir.

Not: G bir grup ve N <G ise ¢ekirdegi N olan en az bir homomorfizma vardir. Gergcekten
yukarida tanimlanan ¢:G — G/ N homomorfizmasi alinabilir.

HOMOMORFIZMA TEOREMI: f:G — H bir homomorfizma ve Cekf =N olsun. Bu
durumda



(i) N<G dir.
(ii) he H vebir ae G igin f(a)=h ise f_l(h)zaN dir.

(iii) G/N = f(G) dir.

Ispat: (i) f:G— H bir homomorfizma ve {e,}<H oldugundan ilgili teoremden
N =Cekf = f' (e, ) <G olup istenen elde edilir.

(ii) he H ve bir ae G igin f(a)=h olsun. Herhangi xe f'(h) alahm. xe f~'(h)
oldugundan f(x)=h=f(a) olup f(a)" f(x)=e, olur. Ayrica f bir homomorfizma
oldugundan f(a_lx) = f(a)”

x=aa 'xe aN olup

f(x)=e, olup a'xeCekf =N olur. Bu durumda

fH(h)caN ... (1)
olur. Herhangi x€ aN alalim. xe aN oldugundan x=an olacak sekilde dne N vardir.
ne N=Cekf oldugundan f(n)=e, olup f bir homomorfizma oldugundan

f(x)=f(an)=f(a)f(n)=f(a)e, = f(a)=h olur. O halde xe f_l(h) olup
aN c f7(h) ... (2)



olur. (1) ve (2) den f~'(h)=aN olup istenen elde edilir.
(iii) N <G oldugundan G/N boliim grubu tanimlidur.
f:GIN— f(G),xN = f(xN)=f(x)
doniisiimiinii tanimlayalim. ?nin kapalt oldugu agiktir. xN = yN olan herhangi x,ye G
alalim. x=xee xN = yN oldugundan x= yn olacak sekilde dne N vardir. ne N = Cekf
oldugundan f(n)=e, olup f bir homomorfizma oldugundan
f(x)=r(m)=7(y)f(n)=f(y)e, =f(y) olur. O halde ? 1yi tanimlidir. Boylece ? bir
fonksiyon olur. f bir homomorfizma oldugundan ?nin tanimindan VaN,bNe G/ N i¢in
f(aNbN) = f (abN)= f (ab) = f (a) f (b)= f (aN) f (bN) olup f bir homomorfizma olur.

Herhangi xNe Cekf alalm. xNe Cekf oldugundan f(x)=f(xN)=e, olup
xe f(e,)=Cekf =N  olur. e'x=xeN oldugundan e=, x(modN)  olup
xN=eN=N=e,,, olur. O halde Cekf={e,,} olup ilgili teoremden f birebir olur.

Herhangi ye f(G) alam. ye f(G) oldugundan y= f(x) olacak sekilde Ixe G vardir.



Burada xNe€ G/N elemamm alirsak f nin tammundan f(xN)=f(x)=y olup f orten
olur. f:G/N — f(G) birebir ve rten bir homomorfizma oldugundan tammdan f bir

izomorfizma olup G/ N = f(G) olur.

Sonu¢ f:G—>H bir oOrten homomorfizma ise N =C(Cekf  olmak {izere
9:G—GIN, a— ¢(a)=aN ve f:GIN— f(G)=H, aN — f(aN)= f(a)

fonksiyonlart icin f :?oq) dir. Burada ¢ 6rten homomorfizmasina dogal homomorfizma
ve f nin boyle yazilisina da dogal ayrisim denir.

1. izomorfizma Teoremi: f :G — G orten bir homomorfizma, Cekf =K, N<G ve

G/K

N = f‘l(ﬁ) olsun. Bu takdirde G/N=G/N = NI olur.

Ispat: N<G oldugundan G/N bolim grubu tamimlidir. N<G oldugundan ilgili
teoremden N=f"'(N)<G olup G/N bolim grubu tanimhdir. Homomorfizma
Teoreminden K =Cekf <G olup G/K bolim grubu tanimhdir. Vxe K =Cekf i¢in



f(x)zegeﬁ oldugundan xe f‘l(ﬁ)zN olup KcN olur. K<G ve K<N<G
oldugundan ilgili teoremden K <N olup N/K bolim grubu tanimhdir. K<N<G
oldugundan ilgili teoremden N/ K <G/ K olup G/K

boliim grubu tanimlidir.

g:G—)E/N,x—)g(x)zf(x)N

doniisiimiinii tanimlayalim. g nin bir fonksiyon oldugu aciktir. Ayrica f:G —G bir
homomorfizma oldugundan g nin tanimindan Vx,ye G icin

g(x)=f()N=f(x)f(y)N=f(x)Nf(y)N=g(x)g(y) olup g bir homomorfizma
olur. Herhangi yﬁe G/N ( ye C_}) alallm. ye G ve f orten oldugundan f(x)=y olacak

sekilde Ire G vardir. Burada gnin tanimindan g(x)=f(x)N=yN olup g orten ve
dolayistylada g(G)=G/N olur. xe G olmak iizere

xe Cekg & g(x) =e- o & f(x)ﬁzﬁzeaﬁﬁ ez =, f(x)(modﬁ) =

@f(x)zea_lf(x)eﬁﬁxe f_l(ﬁ)zN



denkliklerinden (Cekg=N elde edilirr O halde Homomorfizma Teoreminden
G/N=g(G)=G/N olur. Simdi

h:G/K%G/N,xK%h(xK)sz
doniisiimiinii tanimlayalim. ~ nin kapali oldugu agiktir. xK = yK olan herhangi x,ye G

alahm. xK = yK oldugundan x=, y(modK) olup x'ye K olur. x'ye K ve KcN
oldugundan x'ye N olup x=, y(modN) olur. O halde xN =yN olup & iyi tanimhdur.
Boylece h:G/K — G/ N bir fonksiyon olur. 4 nin tanimindan VxK,yKe G/ K (x,y€G)
icin  h(xKyK)=h(xyK)=xyN =xNyN =h(xK)h(yK) olup h:G/K—>G/N bir
homomorfizma olur. Ayrica VxNe G/ N (xe G) igin G/K nin xK elemanini alirsak A nin
tanimindan /(xK)=xN olup h orten ve dolayisiyla da h(G/K)=G/N olur. Herhangi
xe Cekh alalim. xe Cekh ve Cekhc G/K oldugundan xeG/K olup x=xK olacak
sekilde Ixe G vardir. Burada ¢, N =N =¢,, = h(;c) =h(xK)=xN olup e, =, x(modN)
olur. Bu durumda x=e¢,'xe N olup x=xKe N/K olur. Yani Vxe Cekh i¢in xeN/K
olup



Cekhc N/K ... (1)

olur. Herhangi xe N/K alalim. xe N/K oldugundan x=xK olacak sekilde dxe N
vardir. ¢,”'x=xe N oldugundan e, =, x(mod N) olup e,,, =e,N =xN olur. Ayrica h nin

tanimindan h(;)zh(xK )=xN olur. O halde h()_c)zeG,N olup xe Cekh olur. Yani

Vxe N/ K icin xe Cekh olup
N/K c Cekh ...(2)
olur. (1) ve (2) den Cekh=N/K elde edilir. O halde Homomorfizma Teoreminden

%5 (G/K)=G/N  olur. %EG/N ve G/N=G/N  oldugundan

GIN=G/N=9K
N/

olup istenen elde edilir.

2. Izomorfizma Teoremi: G bir grup, H<G ve K <G olsun. Bu takdirde HK=KH<G ve

HNK < H olup H—Ifz

olur.
HnNK



Ispat: @+ HK cG oldugu aciktir. Herhangi x,ye HK alalim. x,ye HK oldugundan
x=hk, ve y=hk, olacak sekilde 3h,h,e H ve dk,k,€ K vardir. x=hk ve y=hk,
oldugundan xy™ = hk, (hk,)" =hkk, ", =hh 'hkk,"h,™" olur. Burada h,h,e H ve
H <G oldugundan hh, '€ H olur. k,k,e K ve K<G oldugundan kk," € K olur.
h,e H ve. HcG oldugundan h,e G olup ayrica kk,"' € K ve K<G oldugundan
tammdan  hkk,"'h,'e K  olur. hh'e H ve hkk,'h'e K  oldugundan
xy” =hh,'hkk,"h, '€ HK olur. Yani Vx,ye HK i¢in xy~'e€ HK olup ilgili teoremden

HK <G olur. Bu durumda ilgili teoremden HK = KH <G olur. Burada e H oldugundan
Vke K icin k=eke HK olup K c HK olur. K<G ve K< HK <G oldugundan ilgili

teoremden K <« HK ve % <G/ K olur.

H<G ve K<G oldugundan ilgili teoremden H (K <G olup HNKcCH
oldugundan H (1K < H olur. Herhangi ae H ve herhangi xe H(1K alahm. xe H( K
oldugundan xe H ve xe K olur. ae H ve H <G oldugundan a< G olup ayrica xe K ve
K <G oldugundan tamimdan axa'e K olur. Ote yandan a,xe H ve H <G oldugundan



axa € H olur. O halde axa'e€ HNK olur. Yani Vae H ve Vxe HNK icin

axa” € H( K olup ayrica H(\K < H oldugundan tanimdan H K < H olur.

f:H%%,x%f(x)zxK

. . HK
doniigiimiinii tanimlayalim. e€ K oldugundan Vxe H icin x=xee HK olup xKe€ —

olur. O halde f kapalidir. f nin iyi tanimli oldugu da agiktir. Yani f bir fonksiyondur. f
nin tammndan Vx,ye H i¢in  f(xy)=xyK=xKyK =f(x)f(y) olup f bir

homomorfizma olur. Herhangi xe % alalim. xe % oldugundan x=xK olacak sekilde

dxe HK vardir. xe HK oldugundan x=hk olacak sekilde Jhe H ve dke K vardir.
x=hk oldugundan h'x=ke K olup h=, x(modK) ve buradan da hK =xK =x elde
edilir. Burada f nin tammundan f (h)=hK =x olup f orten olur. ye H olmak iizere
yeCekf & f(y)=e, © yK=eK & e=, y(modK) & y=¢'ye K & ye HNK



denkliklerinden Cekf =H (1K oldugu anlagiir. O halde Homomorfizma Teoreminden
HNK<H ve H . (H):g olup HE . 2 .
HnNK K N

Teorem 3.6.10. Bostan farkli bir A kiimesinin kendi {izerine birebir ve Orten fonksiyonlar
kiimesini S(A) ile gosterelim. Bu takdirde S(A) kiimesi fonksiyonlarda bileske islemine gore
bir gruptur.
Ispat: I,:A— A ozdeslik fonksiyonu birebir ve orten oldugundan I,€ S(A) olup
S(A)#D olur. Vf,ge S(A) igin f ve g, A dan A ya birebir ve 6rten fonksiyonlar
oldugundan Soyut Matematik Dersindeki ilgili teoremden fog:A — A birebir ve orten bir
fonksiyon olup foge S(A) olur. O halde fonksiyonlarda bileske islemi S (A)da bir ig islem
olur.

Soyut ~ Matematik  Dersindeki  ilgili  teoremden  Vf,g,he S(A) icin
fo(goh)=(fog)oh olup fonksiyonlarda bileske isleminin S(A)da birlesme o6zelligi

vardir.



I,€ S(A) oldugunu gosterdik. Ayrica Soyut Matematik Dersindeki ilgili teoremden
VfeS(A) igin fol,=I,0f=f olup I,, S(A) kiimesinin fonksiyonlarda bileske
islemine gore birim elemani olur.

Herhangi fe S(A) alalim. fe S(A) oldugundan f:A—> A birebir ve orten bir
fonksiyon olup Soyut Matematik Dersindeki ilgili teoremden f fonksiyonunun ters
fonksiyonu f':A — A birebir ve 6rten bir fonksiyon olur. O halde f'e S (A) olur. Ayrica
Soyut Matematik Dersindeki ilgili teoremden fo f™'=f"of =1, olup f', fnin S(A)da
fonksiyonlarda bileske islemine gore tersi olur. Yani S(A)daki her elemanin S(A)da

fonksiyonlarda bileske islemine gore tersi vardir.
Boylece S(A) kiimesi fonksiyonlarda bileske islemine gore bir grup olup istenen elde
edilir.

Tanmim 3.6.11. S(A) nin bir alt grubuna bir doniisiim grubu denir.

Cayley Teoremi: Her grup bir doniisiim grubuna izomorftur.



Ispat: G bir grup olsun. G nin bir doniisiim grubuna izomorf oldugunu gosterirsek istenen
elde edilir. ae G olmak iizere

T, :G—)G,x—)Ta(x)zax
déniisiimiinii tanimlayalim. 7, nin bir fonksiyon oldugu agiktir. 7, (x,) =7, (x,) olan herhangi
x,x,€G alahm. T, (x,)=T,(x,) oldugundan ax, =ax, olup kisaltma 6zelliginden x, = x,
olur. O halde T, birebir olur. Herhangi ye G alalim. x=a"'y diyelim. Burada xe G ve
T (x)=ax=aa'y=y olup T, orten olur. T,:G— G birebir ve orten bir fonksiyon
oldugundan 7, € S(G) olur. Simdi

9:G—>S(G),a—> ¢(a)=T,

doniistimiinii tanimlayalim. ¢ nin bir fonksiyon oldugu aciktir. Herhangi a,be G alalm. T,
T, ve T,nin tanimindan Vxe G igin T, (x)=abx=aT,(x)=T, (Tb (x)) =(T,°T,)(x) olup
T,=T, oT, olur. O halde @nin tammindan @(ab)=T, =T,°T, =¢(a)o@(b) olup ¢ bir
homomorfizma olur. Burada ilgili teoremden ¢@(G)<S(G) olup tammdan ¢(G) bir

doniisim grubu olur. @(a,)=¢(a,) olan herhangi qg,a,€ G alahm. ¢(q,)=¢(a,)



oldugundan 7, =T, olup 7, (e)=7, (e) olur. Bu durumda @e=a,e olup g =a, olur. O

halde ¢ birebir olup G =@(G) olur. Bdylece G bir doniisiim grubuna izomorf olup istenen
elde edilir.

SORULAR:

SORU: 1) m,ne Z* olmak iizere (Z, XZ,,+) grubunun devirli olmast igin gerek ve yeter
kosul (m,n)=OBEB(m,n)=1 oldugunu gosteriniz.
Cozim: (=) (Z,xZ,,+) grubu devirli olsun. Bu durumda Z,AxZ,K =< (;,5)> olacak

sekilde EI(Z,I;)G 4, X7, vardir. Burada o((a,l_o)) = s(Zm X7, ) =mn olur. k= OKEK(m,n)

diyelim. Burada m|k ve n|k olup hem m modiiliine gore, hem de n modiiliine gore k=0
olur. O halde



k(Z,E) =(Z,E)+(Z,E)+...+(Z,E) =(Z+Z+...+Z,Z+E+...+EJ=[a+a+...+a,b+b+...+b]=

k tane k tane
(0.0)
olup o((Z,E)) =mn oldugundan ilgili teoremden mn|k olur. Ote yandan ilgili teoremden

k= OKEK(m,n)|mn olur. mnlk, k|mn ve k,mne Z"* oldugundan OKEK(m,n) =k =mn
olur. Ayrica ilgili teoremden OBEB(m,n)OKEK(m,n)=mn olur. O halde
OBEB(m,n)mn =mn olup (m,n)=OBEB(m,n)=1 olur.

k tane k tane
k tane

=(ka.kb)=(k-a.k-b)=(0-a.0-b)

(<) (m,n)=OBEB(m,n)=1 olsun. Z XZ, nin (i,i) elemanini  alalim. Herhangi

(E,l_a) €Z,XxZ, alalim. (m,n)=0BEB(m,n)=1 oldugundan ilgili teoremden mx+ny=1
olacak sekilde dx, ye Z vardir. k = mxb+ nya diyelim. Burada ke Z ve



=(6+(1—mx)-5,(1—ny)-13+6)=((i—%)5,(i—@)5):((1—6)5,(1—6)5)=(i-5,i-z§):(5,5)
olup (5,5)=k(i,i)e<(i,i)> olur. O halde Z XZ, C<(i,i)> olup ayrica

< (i,i) >C 2, X7, oldugundan Z X7 A =< (i,i) > olur. Boylece Z, X7, devirli olup istenen
elde edilir.

SORU: 2) G bir grup ve a,be G olsun. o(a)=5 ve aba™' =b ise o(b)yi bulunuz.

"=b" olsun. aba™" =b* oldugundan

Cozim: o(a)=5 ve aba”
b* =b’b* =aba™'aba™ = ab’a™ = aaba'a”" = a’ba

olup

b =b*b* =a’ba*a’ba” =a’b*a” =a*aba'a” = a’ba”

olur. b* =a’ba™ ve b* = aba™" oldugundan

b =b*p* =a’baa’ba = a’b’a” =d’aba'a” = a*ba™

olup

b? =b"b"° =a*ba*a*ba™ =a'b’a™ =aaba'a™ = a’ba”



olur. Burada o(a)=35 oldugundan a’=a =e olup b” =a’ba” =ebe=>b olur. b” =b
oldugundan 5" =e olup ilgili teoremden o(b)[31 olur. o(b)[31 ve 31 bir asal tamsay:
oldugundan o(b)=1 veya o(b) =31 olur.

SORU: 3) G bir grup ve a,be G olsun. a ve bab™' elemanlarinin mertebeleri sonlu ise
o(a)=o(bab™) oldugunu gosteriniz.

Coziim: a ve bab™' elemanlarinin mertebeleri sonlu olsun. o(a)=m ve o(bab™)=n diyelim.
o(a)=m oldugundan a" =e olup

(bab™)" = (bab™")(bab™)...(bab™" )=b-a-a-...a-b™ =ba"b" =beb™ =bb" =¢

m tane

m tane

olur. Bu durumda me Z* ve o(bab") =n oldugundan n<m olur. o(bab’l):n oldugundan

e=(bab™) =(bab™)(bab™)...(bab™)=b-a-a-...a-b™ =ba"b"

n tane

n tane



olup a" =b"'ba"b"'b=b"'eb=e¢ olur. Bu durumda ne Z* ve o(a)=m oldugundan m<n

olur. m<n ve n<m oldugundan m=n olup o(a)=o(bab™) olur.

SORU: 4) G bir degismeli grup ve a,beG olsun. o(a)=m, o(b)=n ve
(m,n)=OBEB(m,n)=1 ise o(ab)=mn oldugunu gosteriniz.

Coziim: o(a) =m, o(b) =n ve (m,n) = OBEB(m,n) =1 olsun. o(a) =m Ve o(b) =n
oldugundan a"=b"=e olup G degismeli oldugundan
(ab)" =a™b™ =(a" )n (b" )m =e"¢" =e olur. o(ab)=k diyelim. (ab)" =e, mneZ* ve
o(ab)=k oldugundan k <mn olur. o(ab)=k oldugundan (ab)‘=e olup G degismeli
oldugundan  e=(ab)' =a‘b*  olur.  a'b*=¢  oldugundan ' =b"  olup
a* =(a) =(b*) =6 =(b") " =¢*=e¢ olur. o(a)=m ve a" =e oldugundan ilgili
teoremden m|nk olup (m,n)=OBEB(m,n)=1 oldugundan ilgili teoremden ml|k olur.

a'b* =e oldugundan b*=a* olup b™ = (bk )m = (a*k )m =a " = (a'" )7k =e¢*=¢ olur.



o(b)=n ve b™ =e oldugundan ilgili teoremden n|mk olup (m,n)=OBEB(m,n)=1
k, nlk ve (m,n)=OBEB(m,n)=1 oldugundan

ilgili teoremden mn|k olur. mn|k ve mn,ke 7" oldugundan mn <k olup ayrica k <mn

oldugundan ilgili teoremden n|k olur. m

oldugundan o(ab) =k =mn olur ki bu da istenendir.

SORU: 5) me Z" olmak iizere Z, kiimesinin + islemine gore bir degismeli grup oldugunu
gosteriniz.

Coziim: ODEV.

SORU: 6) Z,xZ, direkt ¢carpim grubunun devirli olup olmadigim arastiriniz.

Coziim: ODEV.

SORU: 7) f:G — H bir 6rten homomorfizma olsun. Eger Cekf, G nin bir maksimal
normal alt grubu ise H nin basit oldugunu gosteriniz.



Coziim: Cekf , G nin bir maksimal normal alt grubu olsun. Bu durumda ilgili teoremden

G/ Cekf basit olur. Ote yandan f:G — H bir orten homomorfizma oldugundan
Homomorfizma Teoreminden G/Cekf = f(G)=H olur. O halde H basit olup istenen elde

edilir.

SORU: 8) f:G — H bir homomorfizma olsun. Eger G basit ise f nin ya birebir ya da

Vae G igin f(a)=e, oldugunu gosteriniz.

Coziim: G basit olsun. Homomorfizma Teoreminden Cekf <G olur. G basit ve Cekf <G
oldugundan Cekf ={e;} veya Cekf =G olur. Eger burada Cekf ={e,} ise ilgili teoremden
f birebir olur. Eger Cekf =G ise Vae G igin ae Cekf olup f(a)=e, olur.

SORU: 9) meZ"' olmak iizere f:(Z,+)—>(Zm,+),a%f(a)=E ile tamml f

doniisiimiiniin bir homomorfizma oldugunu gosteriniz ve Cekf yi bulunuz.



Coziim: fnin bir fonksiyon oldugu aciktir. Ayrica fnin tanimindan Vx,ye Z ig¢in

f(x+y)=x+y=x+y=f(x)+f(y) olup f bir homomorfizmadir. xe Z olmak iizere
xe Cekf<:>f(x)=(_)<:>;=(_)<:>x50(m0dm)<:>m|x—0=x<:>xemZ={mk|ke 4

denkliklerinden Cekf =mZ ={mk |k € Z} elde edilir.



